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Progresii Aritmetice

Progresii Geomefrice
° b, = by - qn—l

o a,=a;+(n—-1)-r
— primul termen, 7 — ratia, a,, —termenul de rang n by-primul termen, g — ratia, by, - termenul de rang n
. r=a,;,—a, o q = bny1: by
+ (q _1)
o S, = nag+an sau S, n(2a1+;n D r)’ unde ) S, b1 5’ q#1 unde
S, =a; +a, +as+ -+ a, (suma primilor n termeni ai progr.) S, =by+b, + b3 + -+ b,, (suma primilor n termeni ai progr)
. Nr. = a, b, ¢ suntin progresie aritmetics daci b = atc . Nr.—=a,b, csuntin progresie geometrica cu termeni pozitivi daca b =
) ) 2 .
va-c
Logaritmi Puteri si Radicali
o log, b — Conditii: b > 0, (a > 05sia # 1 conditia pt bazi) = ° Va —conditii a > 0 = interval
J _ 1 _ 1
interval . a0=1,1n:1,a1:;, an:;
° log,1=0, log,a=1,lne=1, 1g10=1 . m ) -
° alogab=b ° ﬁ:az’ ﬂam:an ’ m:an
. b=b-log,a=log,a’ e a*-a™=a""", a%a™=a" ™
log: b
o Schimbarea bazei logaritmului log, b = loi_ca . Va- Vb =+ab Aa: Vvb=+vVa:b
¢ nym _ nm R n _ n, pn
. log, b +1og, c =log,(b-c) * (@)™ =a , (a-b)"=a"-b

. log, b —log, c =log,(b:c) = logag
o log, b" =nlog, b

1
¢ lOgab - logpa

2 3
e« Va =la],Va =a

Formula radicalilor compusi:
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NUMERE COMPLEXE- forma algebrica

z=a+bi sau z=(a,b) a,b e R
b = Im(z) imaginarul lui z

a = Re(z) realul lui z
Conjugatul luiz: Z = a — bi

Modulul lui z: | z| = Va? + b?
zy=a4+ lb1 , Zy = Ay + lb2 sunt EGALE dacd a, =a,si b1 = bz

Operatii — forma algebrica:
ZliZZ = (a1+ib1)i(a2+ib2)
z1°2; = (a1 +iby ) - (az +ib; )

Raportul a doud nr. Complexe
se calculeaza amplificdnd raportul cu conjugatul numitorului

z Z32)z Z1'Zy -
2=""2=L2  unde z,-zZ;=a? + b

z zy Z2°Z
|z| = 12| ; |21 - 22| = |24] - | 22|

_ lz4ql
|z2]

51
Z2

7’

lzl*=z-2

Puterileluii: i' =i ,i*=—-1,=—-i,i*=1,i>=1i,i®=-1 ..

NUMERE COMPLEXE- forma trigonometrica
- M(x,y)

z=x+yi
Tn planul complex:
M(r, @), r = raza polara, ¢ = argument polar

r=|z| =x% +y2?,

Q= arctg% ,cand M € Cadrl sau pe axa Ox
Q= arctg% +m,cand M € Cadrll, III sau pe axa Ox

Q= arctg% + 2m,cand M € CadrlV

Forma trigonometrica a unui nr complex:

x
z =r(cose + ising),p € [0,21) ,cosp = - ,sing = %

Operatii — forma trigonometrica:
z

== :—: [cos(@q — @3) + isin(@, — @,)]

Z2

z1°Z; =711 12[cos(@y + @3) + isin(@q + @2)]
z" =1r"(cosng + isinng)

+ 2km + 2km
Vz = '{/F(cos(pT +i sin(pT)

Modul si Parte intreaga

x| <ae —a<x<a

x| >ae x>asaux < —a

x = [x] +{x},

[x] = partea intreaga, {x} = partea fractionara
Proprietdti: x — 1 < [x] < x, {x} = x — [x]

Formule de calcul prescurtat
(a +b)? = a? + 2ab + b?
(a —b)(a+b) =a? - b?
(a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b3
(a — b)® = a3 —3a?b + 3ab? — b3
a® — b3 = (a—b)(a? + ab + b?)
a®+ b3 = (a+ b)(a? — ab + b?)
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Metode de numarare
00=1,11=1

n'=1-2-3-..'n,
P,, = n! - permutari
(Permutari= numarul de multimi ordonate formate cu n elem. distincte)

n!
Ak =

n (n-k)’
(Aranjamente= numarul de submultimi ordonate de k elemente cun
elemente distincte) ex.:(1,2), (2,1) sunt diferite

0<k<n; k,n €N -aranjamente

k _ n! . _ e v .
Cy = PIEETE 0<k<n; kné€N-combinari

(Combinari= numarul de submultimi de k elemente cu n elemente
distincte) ex.:{1,2}={2,1}sunt la fel

Numaérul de submultimi ale unei multimi cu n elemente este 2™
Numirul de functii de tipul f: A - B este (card B)¢@rd4)
Numarul de functii bijective de tipul f: A - A este (card A)!

Obs: card A= numdrul de elemente al multimii A

Procente

p%dinxz%-x

Scumpirea unui produs, unde x=pret initial (se cere)

p _ .
x+100 x = pret final

leftinirea unui produs, unde x=pret initial (se cere)

p _ .
X 100 x = pret final

Pretul cu T.V.A. al unui produs, unde x=pret initial si P=procent T.V.A.
X +——+x =pret final

100
Dobanda oferita de banca dupa n ani, S=suma initiala, r=rata dobanzii

T P
D = Sinitias T dobanda

r
Sfinata = Sinitiats + D = Sinitiats t Sinigiats " 759 M

Binomul lui Newton
(a+b)" = CRa™° + Cra™ 'h* + -+ Cka™ *b* + -+ Cla®b"

Formula termenului general:

Tii1 = Cka™ *b*¥, 0 <k <n; knenN

Suma coeficientilor binomiali: CQ + C} + +++ CX + ... + ¢} = 2™
Suma coef. binomiali pari: CO + C2 + -+ + C2¢ + ... = 271

Suma coef. binomiali impari: C} + C3 + -+ €31 4 ... = 211

Probabilitati

nr.cazuri favorabile

nr.cazuri posibile
Nr. Cazuri favorabile = cerinta problemei (ce se cere?)

Nr. Cazuri posibile = totalul elementelor (care se da !)
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FUNCTIA DE GRADUL 1 f:A- B,f(x)=ax+Db

Functie PARA: f(—x) = f(x),Vx € A
Functie IMPARA: f(—x) = —f(x),Vx € A
Functie injectiva: f (x) = f(y) =>x =y

Functie surjectiva:vVy € B,A!lx € Aa.l f(x)=y ©VyE€
B ecuatia f(x) = y are solutie unicain A
Dacd o functie este injectivd si surjectivi ESTE bijectiva.

INVERSA unei functii (bijective) se calculeaza din ecuatiaz

f(x)=y aviand necunoscuta x,adica:

-b _ x-b . . .
ax+b=y=>x= yT = f1(x) = —- inversa functiei

INTERSECTIA Graficului functiei CU AXELE, cénd f(x)=y, XOY
GFNOx={(x,0)}=>y=0 =2f(x)=0 > x="-

GFNOoy={0,)}=>x=0 =>f0)=y => y=--

INTERSECTIA GRAFICELOR A DOUA FUNCTII fsi g

GfNGg =M(xXm,Ym)

f(x)=y
gx)=y

Obs! Solutia sistemului reprezintd

Se rezolva sistemul: {

coordonatele punctului M

FUNCTIA DE GRADUL 2 f:A- B,f(x) =ax®>+bx+c

Functia PARA, IMPARA, injectivd, surjectivd, bijectivd, pdstreazd aceleasi reguli ca fc. de
gr. 1.

SEMNUL fc. de gradul 2: rezolvdm ecuatia ax? + bx +c¢ = 0

a:...,b:.-.,c:.-.’ A:b2_4ac

—b+vVA
2a

1) A>0 = x4, = semnul in tabelul de mai jos
-b - .
2) A=0 = x5, = 20’ semnul functiei este semnul lui a

3) A< 0 = nu exista solutii reale , semnul functiei este semnul lui a,

s " —bt iVA
exista solutii complexe x; , = _Za“/_
X X1 X2
f(x) Semnulluia 0 Semnopusluia 0 Semnul luia
Inecuatii:

f(x) >0, ax?+ bx +c >0 <intervalul corespunzitor semnului +
f(x) < 0,ax? + bx + ¢ < 0, ©intervalul corespunzitor semnului -

INTERSECTIA GRAFICULUI FUNCTIEI CU AXELE,

Cind f(x) =1y, sist. X0Y
Gf N0x = {(x1,0), (2,0} 3y =0 = f(X)=0 = x5 =
GfNnOoy={0,y)}=x=0 =>f(0)=y > y=--

[

INTERSECTIA GRAFICELOR A DOUA FUNCTII

fsig

GfNGg = M(xy,yn) Serezolva sistemul:

{f(x) - yObs! Solutia sistemului sunt coordonatele pc. M
glx) =y
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SEMNUL fc. de gradul 1: rezolvim ecuatiaax + b =0 = x = _Tb

x =P

a
flx) Semnul lui a

Semn opus lui a 0

Inecuatii:

f(x) > 0 ©intervalul corespunzator semnului + din tabelul de semn
f(x) < 0 <intervalul corespunzator semnului - din tabelul de semn
Fc. f(x) = ax + b este CRESCATOARE daci a > 0

Fc. f(x) = ax + b este DESCRESCATOARE dacia < 0

Imaginea functiei o citim de pe axa OY

b

Graficul fc. de gr. 2 este o PARABOLA avand coordonatele varfului: V (— 22’ " 1a

Xy = _zia -pc.de maxim (minim) pta < 0 (a > 0),
Yy = — ﬁ—valoare de maxim(minim) pta < 0 (a > 0),

Ecuatia AXEI DE SIMETRIE a parabolei este x, = — %
Imaginea fuctiei de gr.2 este: Imf = (—oo, — ﬁ] dacaa <0,

respectiv: Imf = [—ﬁ, +o0) dacdaa >0

Imaginea functiei o citim de pe axa OY

A

)

4a

)

ECUATII DE GRADUL 2

axz +bx+c= 0’a= b=, 0= 1, A= bZ —4ac
—b+vVA "
1) A>0 = x4, = Z;a\/—' solutii reale
2) A=0 = X1,2 :;_a
3) A< 0 = nu exista solutii reale, exista solutii complexe :
N —b+i VA
12— 2a
b
X1 + X9 = —;

Relatiile lui Viete: c 7

X1'X2=+;
S=X1+X2 ) P=X1'X2 = XZ—SX+P=O

Descompunerea: ax?+bx+ ¢ =a(x—x;)(X—X;)

ECUATII IRATIONALE

1. /f(x)=a, Coditii: f(x) > 0
Vi®=a /(O = x =

2. /f(x) = g(x), Conditii: {;g?) i g

JIG0 = g0 /() = x =

3. 3/f(x) = a, nu sunt conditii

i =a /(3 = x="
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ECUATII EXPONENTIALE
(@a>0a+#1) Nu sunt conditii pt exponent!

1. af®W=a8®W s fx)=gx) >x="-
2. a®=b = f(x) =log,b=>x=--
3. 1n cazul in care in ecuatie apar:
e a¥sia*atunci:a* =t,t> 0= a®* = t?

Ex: 9%, 6% ,4% = 32X 2X.3X 22X [. 92X

3 2x 3 X 3 .

ECUATII LOGARITMICE

f(x)>0
1. log, f(x) =log, g(x) Conditii:{ gx)>0 =fx=gx
a>0a+1

_ e ( f(x)>0 B .
2. log, f(x) = N Conditii: {a >0a+1 = log, f(x) =log, a

3. Tn cazul in care in ecuatie apar:

log, f(x), (log, f(x))?* atunci
log, f(x) = t,(log, f(x))? = t? = ecuatie gr. 2

ECUATII TRIGONOMETRICE (1)

e sinx =a=x=(—1)¥arcsina + km, ae[—1, 1], keZ
e cosx=a = Xx=tarccosa+ 2km, ae[—1,1],keZ
e tgx=a = x=arctga + kn, keZ

e ctgx=a = x = arcctga + kr, keZ

ECUATII TRIGONOMETRICE (2)

e sinf(x) =sing(x) = f(x) = (—1)¥g(x) + km, keZ
e cosf(x) = cosg(x) = f(x) = +g(x) + 2 km, keZ
o tgf(x) =tgg(x) = f(x) = g(x) + km,
unde keZ, cos f (x) # 0,cosg(x) # 0

ECUATII TRIGONOMETRICE (3)

acosx+bsinx+c=0, ab=+0
2

. 2t
Se utilizeaza substitutia: COSX = —, SInX = —
1+t2 1+t2

Undet = tg%

Formule trigonometrice utilizate:

sin?x + cos?x =1
sin2x =2-sinx-cosXx

cos 2x = 2cos?x — 1 = 1 — 2sin?x
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GEOMETRIE ANALITICA POZITIILE RELATIVE A DOUA DREPTE:

Fie A(xa,v4) si B(xg,Vg) Cand se cunosc PANTELE:
v Coordonatele mijlocului e douadrepte paralele d; | d; © my; = my,
segmentului AB : e doua drepte perpendiculare d; L d; © mg; ‘mg4, = —1
/'(M‘TJ M(Xm, ym)
1 : Xp = XA;XB , VM = y‘*zﬂ Cand se cunosc ECUATIILE generale ale dreptelor:
S > . . d1l: a;x+byy+cy =0sid2: ax+byy+c;, =0
" Lungimea segmentului AB / a by
Distanta dintre punctele A si B o drepteparalele d, |l d; < a; by

a_hbhi_a

AB = /(x5 — x4)% + (Vg — ya)? drepte care coincidd; = d, &

az E C2
Ecuatia unei drepte: a; _, by

—— :'t —_
a by

(coordonatele punctului de intersectie se afla facand sistem din cele doua

a e drepte concurente d; Nd, &
e d: ax+by+c=0,b+#0,cupantamyg = %

d: =m-xXx+n, ta my = m — coeficientul lui x ..
¢ y + 1, cupantamg coencientul lul ecuatii ale dreptelor)

Daca trece prin doua puncte A(x,,ya) si B(Xg,yg)

x ~ x y 1 Ecuatia inaltimiidin A: y —y, = myp(X — X,)
. AB:X ;\=YYA sau AB: [xp ya 1| =0 : ‘ {mAD'ch=—1:>mAD
B—XA  YB~YaA xg yg 1 A(Xa,¥a)
Daca trece printr-un punct A(X,, y,) si se cunoaste panta my Ecuatia medianei din A:
* y—ya=my(X—Xp) AM ;XA YTVA Ly S XATKE g = YAV nmijlocul lui BC
Panta unei drepte: XM—XA  YM~YA 2 2
e care trece prin punctele A(xs, ya) si B(Xg, yg): Mup = 224 . . .
XB—XA Ecuatia mediatoarei d:
e coeficientul lui x din ecuatia explicitd a dreptei:d: y=m-x+n Y —ym = mg(X — Xy), (dLBC, M — mijlocul lui BC)
o . e mg-mge = —1=>my
Conditia ca un punct A(X,,Va) sa apartind unei drepte: M (Xpp, V)
M, YM

A(XA,YA)Ed <:>a'XA+b'yA+C:0

Centru de greutate G — pc. de intersectie al medianelor unui triunghi

XA +Xp+Xc __yatystyc

Distanta dintre un punct A(X,,y,) siodreaptad:ax+by+c=0
G(XG;YG):XG =TIYG - 3

la-xp +b-ys+c|

vaZ + b?

d(A,d) =
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Conditia de coliniaritate a trei puncte:

Xa Ya 1
A(x4,94), B(xg,¥5),C(xc,yc) —coliniare & |xg  yp 1| =
Xc Yo 1
Conditia de existenta a unui triunghi ABC:
X4 Ya 1
A= Xp VB 1 =0
xc Yo 1

Aria unui triunghi ABC stiind:

. 1
A(xA;}’A);B(xB:YB) :C(xc:)’c) = ArlaAABC = ElAl
Aria unui triunghi oarecare:

, bh y N
o Aria, = - ,b — baza, h — inaltime

_ lLlpsin(lylz)

o AriaA = 2
o Ariay=.p(p—a)(p—b)(p—o),
a+b+c . . . . .
p=—; —semiperimetrul triunghiului
.. . a‘b-c
Raza cercului circumscris: R = -
4-Ariap

. . Ariap .
Raza cercului inscris: r = ———= ,p-semiperimetrul

Teorema SINUSULUI- BC _ A¢ _ 4B _ 2R

sinA sin B sinC

Teorema COSINUSULUI:
BC? = AB? + AC? — 2AB - AC - cosA
AC? = AB?> + BC? — 2AB - BC - cosB
AB? = AC? + BC?* — 2AC - BC - cosC

AB%+AC*-BC?
A="—"""j . COSB si
cos oapac_ idem pt. cosB si cosC

Din Teorema COSINUSULUI:

AB? + AC? — BC?
2AB - AC

CoOS A =

AB? + BC? — AC?
2AB - BC

cos B =

AC? + BC? — AB?

cos € =—— ¢ BC

In TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC:

Teorema lui Pitagora: ip* = cats + cat;

caty-caty
2

caty-caty

Aria tr. drept. Aria =
indltimea tr. drept. h = —
ipot

. o . . ipotenuza
Mediana corespunzatoare ipotenuzei = potenuza

ipotenuza

Raza cercului circumscris: R = 5

In TRIUNGHIUL ECHILATERAL:

Are toate laturile egale si toate unghiurile egale cu 60°

2
P=3-1-perimetrul ; A = s f; h = ?;
R ==+ h -raza cercului circumscris triunghiului echilateral

r =--h -raza cerculuiinscris triunghiului echilateral

Wik N
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Trigonometrie

sin?x + cos?x =1

Formule trigonometrice

sin2x = 2sinxcosx

sin(90° — x) = cos x
. T
sin (E - x) =cosx

cos (n
2

cos(90° — x) = sinx

—x) =sinx

X (1] E — 300 E — 4_50 E — 600 E — 900 COSs Zx = COSZx —_ Sinzx
i 5 6 1 4 5 3 NG Z ; cos 2x = 2cos?’x — 1
1/
) - > cos 2x = 1 — 2sin®x
cos 1 V3 V2 1 0 . . .
> 51 2 sin(a+ b) = sinacosb + cosasinb
tg 0 NG 1 73 ; sin(a—b) = sinacosb — cosasinb
3
ctg - 73 1 Ve 0 cos(a+b) =cosacosb —sinasinb
3 cos(a—b) =cosacosb + sinasinb
Paritatea:
. . __ tga+tgb _ __ tga-tghb
sin(—x) = —sinx cos(—x) = +cosx, tg(a+b) = 1—tga tgb tga—b) = T+tga tgb
tg(—x) = —tgx ctg(—x) = —ctgx - _
Periodicitatea: tg 2x = 1_tg§X tg% = 11‘:):}(
sin(x + 2Kkm) = sin x cos(x+ 2Kkm) = cos x, 218" & 1-tg?%
tg(x + km) = tgx ctg(x + km) = ctgx sinx = — COSX = E
1+tg25 1+tg22
Semnul functiilor sinus si cosinus: Transformarea unor sume in produs
a+b a—b>b
Cadr|l Cadrli Cadr lll Cadr IV sina + sinb = 2 sin . oS
sin + + - - 2 2
. . . a—-b a+b
cos + - - + sina — sinb = 2 sin ' COS 2
Sin=catop' o =catalét' g = cat op _si_n. =catalét=£ COSd+COSb=2cosa+b-c05a_b
ipot ’ ipot ’ cat alat cos’ cat op sin 2
.a+b _ a-b>b
cosa—cosb = —2sin - sin
2 2
De la Cadrllla Cadrl sin(mr — x) = +sinx cos(m—x) = —cosx Transformarea produselor in sume
DelaCadrllllaCadrl sin(m+ x) = —sinx cos(m+ x) = —cos x sinx - cosy = sin(ety)tsinGey) oo cosy = cos(x+y)+cos(x—y)
DelaCadriIVlaCadrl sin(2wr —x) = —sinx cos(2m —x) = cos x 2 2
Obs!

cos(x —y) —cos(x +y)

sinx-siny = 5
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j;:“f"f;_‘l";;* VECTORI
i mrc g v pa aaaal R AB -vector , |AB| - lungimea vectorului
I AB = —BA
.. . ——  0A4A+0B . .
M — mijlocul lui AB=> OM = , pt. orice punct din plan O
AB = (xg—x0) 1+ (Yp—Ya)J
|AB| = Vxg —x)% + (¥ — y4)?
180 0
M — YB —Ya
B~y x,
v=x-1+y'] = |[¥|=x%+y?
v(x,y) > m, = % panta directiei vectorului
g Produsul scalar a doi vectori:
|-zm"'JJT ‘ IV Fi - .7 v T e 2. — .7 .7
i 2 le:v =X 1+Yy, y Va2 =X2"L+Yp2 "]
Semn cadrane ——
Functia cosinus 1_7)1 ' 1_7)2 = X1X2 + YViYy2
cossR—=[-1:1] S
Uy - Vy = V4] - [2] - cos (¥, V;)
ogi=Z — —
2 V1V X1X2 +Y1Y2

pEEEEL asi=Z |T7)1| ) |1_7)2| - 2 2 2 2
1500=3% =X
N PP~ S~ X1 _ )N
Vectori coliniari: V1,V & —=—m =my;
X2 Y2
- I Y | 8 Vectori perpendiculari:
== 1 7 2 2 2| 2 o
= 360°=2x — — — —
! P V1 Ly, v v, =0 x1x,+Yy1y2=0
Regula triunghiului AB = a,BC =b,AC=d+ b
=12 RIE]
3 5
225":541\ /{]S'E__f

240":}\_ _ﬂ:i
3

370"=£
) 2
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Matrice
1 0 1 0 0
Matrice unitate: I, =( ),13 =({0 1 0|, elem.neutrupt.inmultire
0 1
0 0 1
0 0 0 0 O
Matrice nula: 0, = ( ), O;=(0 0 0], elem.neutru pt. adunare
0 0
0 0 O
a b c
A= (d e f) = Tr (A) =a+ e+ i (urma matricei A)
g h i
a d g
= At = (b e h) transpusa matricei A
c f i
n At liniile matricei 4 se transforma in coloane.
a b c k | m
A=<d e f) ,siB=<n 0 p)
g h i r s t

a b c k | m a+k b+1
A+B=<d e f>+<n 0 p>=<d+7’l
h i T

s t g+r

c+m>

Q

A+0,=0,+A=4A

a b c kIl m
A-B:(d e f)(n 1) p):
g h i r s t

a‘k+b-n+c-r a-l+b-o+c-s
=|ld-k+en+f-r

g k+hn+i-r
A2 =A-A, A3=A%-A..

a-m+b-p+c-t

A™ — prin inductie verific dacd A™*! = A™ - A-adevirats, dacd DA=> A"-adevirat

A-B#B-A

Determinanti

detA = |* b| = ad — bc
c d
a b c
d e f
detA=1lg h il=aei+dhc+ gbf —ceg— fha —ibd
a b c
d e f

Un determinant cu doua linii/coloane identice are valoarea zero 0.
Inversa unei matrice
Matricea A este inversabila < detA + 0
A lesteinversamatricci A= A 1-A=4-4"1=1,
Determinarea inversei unei matrice:

e detA+0
e Se calculeaza A* - matricea adjuncta a matricei A
a;, = (-n*t |Z {| az, = (1)1 |z f| az = (-1)3* Ie) }cr
a;; = (D2 ; ):| az; = (-1)**? |Z f| aszz =...
a;; = (113 ; ;| az; =... ass =...
az1 Qsz 1 .

a;
[} A* = alz azz as, — A_l = det A .

aj3 azz daszg

Ecuatii cu matrice
A-X=B = A1 'A-X=A1B=X=A41'B

XA=B == X=B-471

A-X'C=B =--=X=A4"1-B-Cc!
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Sisteme de ecuatii liniare

rangA = 2 daca exista un determinant de ordin 2 # 0 si toti determinantii de
ordin 3, 4, ... sunt 0.

Rezolvarea sistemelor:

aj1'x+ap-y+az-z= by a;; ap; a3 b4
Ay X+ Qy - y+a-z=by, =>A=|021 Q a3 |;B=|b,
az1"X+az, y+azz-z= by az; azz asg b3

Se calculeaza det A
1.Daca det A # 0 = sistem compatibil determinat / sistem cu solutie unica
/ sistem Cramer (S.C.D.)

by ai;; ag a1 by a3 a;; ay; by
o Ax=|b, ay; az|;Ay=|az; by, az3|;Az=|a,; ay, b,
b; as; as; az; b; az; as; az; bs
[} X = A—x y = A—y zZ = E
A’ A’ A
e S={(xy2)}
a;; a2 a3 by
71=<az1 az; azs bz)
Q31 Qszz; Qas3 b,
2.DacadetA =0 sirang A = rangA =sistem compatibil nedeterminat
Xy
_ 1211 Qqzjecuatial
Ac= |a21 a22| ecuatia 2

= necunoscute principale : X ¥, necunoscuta secundara z
= ecuatii principale: ecuatia 1, ecuatia 2

aj;"x+ap y=bi—aiz-a
o a2 Y = T S = (X Y @) [aeR)
a1 X102y =Dz —az3- &

3.DacadetA =0 sirang A # rangA = sistem incompatibil

Legi de compozitie

Parte stabila:Vx,y eM = x*xy e M

Comutativitate: (x *y) = (y*x),Vx,y €M

Asociativitate: (x *y) xz=xx* (y*2),Vx,y,Z €M

Element neutru:dee M,V x e Ma.l. xxe=e*xx=Xx

Elemente simetrizabile: Vx € M,Ax e Ma.1l. xxx =x *xx=¢€

Morfisme de grupuri:

(G1,°), (Go,*) - grupuri, atunci

f: G4 = G, este morfism de grupuri daca:
o fxY)=fX)*f),Vx,y €Gy
e f — bijectiva

o fler) = f(e2)

Morfisme de inele:

(G1,%,°), (G, L,7) - inele, atunci
f: G4 = G, este izomorfism de inele daca:

1) f—morfismde inele,daca:

e fxxy)=f)Lf(Vxy €6,

e fxYM)=f@OTfO).Vxy €6y
o f(e)=f(en)
2) f — bijectiva
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Polinoame

e Forma algebricé / forma canonica:

f=a,X"+a,_ X" 1+ +a,X+ay, grad(f) =n
e Doud polinoame f si g sunt egale cdnd au acelasi grad si coeficientii

corespunzatori egali

f = g daci: grad(f) = grad(g) sia; = b;,i =1n
e Suma coeficientilor este egala cu valoarea polinomuluiin 1
S:f(l) =an+an_1+---+a1+a0

e Numdrul a este rdaddcind pentru polinomul f dacd f(a) = 0

f(x)=0
e « esteridicini dubli pt. polinomul. f dacd < f/(x) = 0
/() #0

e TiR: f=g-q+71,grad(r) < grad(g),q = citsir = rest

e « esteradacina dubla pt. polinomul. f dacd acesta se imparte
exact la (X—)?

e Cdtul si restul se pot afla prin algoritmul de impadrtire, dar si cu

Schema lui Horner

X X° X4 X3 Xz xt x°
coeficienti | a b c d e f
Xq a ((xy-a+b) 0 (X_xl)

x, — se afla intre divizorii termenului liber — f

e Dacd xq, ..., x, €C sunt raddcinile polinomului f atunci:
f=aX—x)X—x3)...(X —x3)

Clase de resturi modulo n

Teorema lui Bezout
1) Restul impdrtirii polinomului f prin (X—«)este r = f()

2) o este rdddcind pentru f < (X—) divide pe f

Divizibilitatea polinoamelor
o f este divizibil cu g, daca restul impartirii lui f la g este zero
figer=0
o f este divizibil cu (x-a), daca si numai daca f(a)=0
filx—a)e fla)=0
e f este divizibil cu produsul dintre g si h daca si numai daca f
este divizibil atat cu g, cat si cu h.

fi(g-hefigsifih

Relatiile lui Viete pt Polinoame de gr3: f = aX® + bX?* + cX + d

b
51=x1+x2+x3= _;

c
S2 =X1x2 +X2%3 +x1X3 = +-;  xf + x5 + x5 = 57 - 25,
d
S3 = X1X2X3 = —

Algoritmul determindrii sumei x3 + x3 + x3

x, — radicind = f(x;) =0=>axi + bxi +cx; +d=0(1)
X, — radacinid = f(x;) = 0= ax3 + bx5 +cx, +d =0 (2)
x3 —radicind = f(x3) = 0= ax3 +bx5+cxz3+d =0 (3)

Din (1) + (2) + (3) =
a(x3+x3+x3)+b(x3+x5+x3)+cxi+x,+x3)+3d=0
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Exemplu :Z, = {0,1,2, 3}
+ - Este comutativa

- Este asociativa

- Element neutru 0

- Elemente simetrizabile: perechile de elemente care compuse dau 0

(Z4,+) grup abelian, (Z,,) nu este grup

+

~

A= IO NS I SO

O W[ DN = =)

W DN = O
W DN = O O©

DN =) O LW W

W DN = O

Q)| O O O O

W DN = O =

DN O DY O DN

=) DNy Ly O LD

Obs:
feQ[X],x; = a + Vb ridicini a lui f = x, = a — Vb ridicini

feR[X],x; = a+ biradacina a lui f = x, = a — bi radicina

Rezolvarea ecuatiei reciproce de grad 4:

4 3 2 1
ax* +bx’+cx"+bx+a=0/—
X
, . 1 1
a(x +—2)+b<x+—>+c=0
1 X 1 X
Facem substitutia x + — = tsi x? +5= t2 -2

sat’+bt+c—2a=0=>t=--
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SIRURI

Siruri monotone

(a,)n=15€ numeste crescator(descrescator) daca:

a, < a,41, vV neN*, (respectiva, = a, 41,V neN¥)
e monoton crescdtor

(a,)n>1 Mmonoton crescator dacad a,, 41 —

Sau

(ay)ns=1 cua, > 0,¥n > 1 este monoton crescator daca

Iml>q,vn=1

an

a,=20,vn=>1

e monoton descrescator
(a,)n=1 Monoton crescator daca a,,; — a,
Sau
(ap)n=1 cua, > 0,¥n = 1 este monoton crescator daca

Gt 1 vn>1

an

<0vn=>1

(a,)n=15€ humeste marginit daca exista m, MeR a.i.
m<a, <M,V neN*

Criterii de existentd a limitei unui sir
Criteriul clestelui
e Dacdx, <a, <y, Vn=nysi limx, =limy, =1 =
n—>00 n—-oo

lima, =1
n—->00
Criteriul raportului

(@) nen Sir cu termeni pozitivi
a . .
e Daci lim =2 =1[¢€[0,1) atunci 11m  a, = 0
n-+oco an
e Daci lim &t

n—+oco n

Lema Cesaro-Stolz

(an)nzl $i (bn)nzl

e Dacd lim
n—+oo bpy1—bn

marginit atunci :

=1le(1, +00)saul—+00=> lim a, = +o

n—-+oo

—siruri de numere reale

a —-a = . .
-1 % = [eR, iar (b,),s1-monoton si
an

lim —==1

n-+oo by

Criteriul raddcinii
(@) nen Sir cu termeni pozitivi
v . a
e Daci lim = = [ atunci lim %/a, =1

n—-+o an n-+o

Convergenta
Un sir este convergent daca acesta are limita finita.

Un sir este divergent daca acesta are limita +co sau nu are limita.
+* Un sir este convergent daca este convergent si marginit.

Functii

f:A- B, f(x)

Limite laterale: [ (x() = llm f(x); La(xg) = )!g}) f(x)
x<x0 xX>x0

Functia are limitain xy © [;(xg) = l5(x)

Cazuri de nedeterminare:
(o8] o v
¢ Cazul —i-se utilizeaza Factorul comun fortat

fx) (f))

- Regula lui I'Hospital: lim —/—

X=X g(x) XX (g(x))'
+* Cazul oo — oco: - se utilizeaza Factorul comun fortat
g . (f-9)(f+9)
- Amplifi f—g =———
mplificare cu conjugata: f — g )
- Proprietatile logaritmilor: Inf (x) — Ing(x) = In Ex;
«» Cazul —: - se utilizeaza limite remarcabile
f) _ (f)
- Regulaluil'H I: lim
egula lui I Hospita xon g x-xg (9(0)
¢ Cazul © - 0: - se utilizeaza limite remarcabile
(g)

- Regula lui I'Hospital: lim f(x) g(x) = lim
X—Xg -,

(f(x))
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% Cazul 1®
1

lim (1 4+ u(x))*® = e,u(x) - 0
X—Xg
% Cazul 0° sau oo°

lim £(x)9® = lim e (D)I® _ i e9@Inf(x)
X—Xg X-Xg X=X

ASIMPTOTE
ASIMPTOTE VERTICALE
lim f(x) = +o0 = x = a este asimptota verticala la +©
x—-a

ASIMPTOTE ORIZONTALE

Rezultate utile in rezolvarea limitelor !

1 N 1 nr.
_— = [e'e) _— = um——
0, ’ 0_ " 400
In1 =0, Ine=1, In0=—-c0, Inoo=cw
=1, e*=0, e®=w
g = {00, a > 1 (baza supraunitarad)
B 0, =xe(-1,1)

T
arctan o = > arctan(—o) = ——

21
0, ,0_ apar din studiul semnului functiei in punctele care genereaza
valoarea zero=0

2x
Ex.m = xl’z = il =

lim f(x) = a >y = a este asimptota orizontala la - X —00 -1 +1 +
X——00

lim f(x) = a =y = aeste asimptotd orizontald la +co 1—x? - - - 0./0, + + +0,/0_ - - -
X—>1T 00

ASIMPTOTE OBLICE CONTINVUITATE

11l daca nu exista Asimptote Orizontale, verificam daca exista
asimptote oblice
y=mx+nm+ 0,mn—nr. finite

m= lim @ ,
x—>too X

(idem pentru x - —o)

n = lim [f(x) — mx]

...... y X < % “
Ofunctief:D - R, f(x) = { i > ioeste CONTINUA dacd
...... ) 0

Stiind cd f este continua pe D — {x,} fiind formata din functii elementare,
Verificdm daca feste continuad in x = x,.
Am f(x) = lim f(x) = f (%)

x<Xg X>Xg

O ecuatie f(x) = 0 are cel putin o solutie pe intervalul (a,b)

Valoarea derivatei intr-un punct x,

Daca: f:1 » Ro fc.continud pe I si a,bel,a < b; (a,b) € Isi
f(a)-f(b) <0 = f(x) =0are o singura solutie pe (a, b)

im f(x) = f(xg) — f(xe)

li
X=X xX— Xy

Ecuatia unei drepte de panta m,

care trece printr-un punct A(x,, yo)
este: y —yy, = m(x — xy) unde:

y = f(x) , pantaeste m = tg a = f/(x,)

Ecuatia tangentei

Se obtine din limita de mai sus, trecand numitorul peste egal in dreapta (cu
inmultire)

F(x) = fxo) = f/ (x0)(x — %)
= y—f(xo) = f/(x¢)(x — x¢) — ECUATIA TANGENTEI
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Functia f este derivabila in x, daca fé(xo) = f{i(xo) finite.

f continua pe [a, b]

Teor. lui Rolle: { f derivabili pe (a,b) = 3 ce(a,b)a.i. f/(c) =0

f(a) = f(b)

Sirul lui Rolle:

determina numarul de solutii reale ale ecuatiei f(x) = 0

etape: - se determina f/ (x)

- se rezolva ecuatia: f/(x)=0

- Numarul de schimbari de semn indica numarul de solutii.
x

f/x)

fx)

Sirul lui Rolle

Requli de derivare

(x) — fx
Derivata functiei f in x, este lim &
X=Xy X == xD

Reguli de derivare

ftg)=f+g
(Cf)r = cf’,C = constantifnumir
(fg) =f'g+fg
([)' _fl9-fg'

g g*

1y g
(5) ==

Ecuatia tangentei la G, in x, este y — f(xg) = f'(x0) * (x — xp).

= f"(x,) .

Rolul DERIVATEI I :
1) MONOTONIE

f/(x) > 0,Vxel = feste monoton crescatoare pe |

f/(x) < 0,Vxel = feste monoton descrescatoare pe |

2) Intervalele de monotonie si PUNCTELE DE EXTREM

Tntre solutiile ecuatiei f/ (x)=0 se afl3 punctele de extrem.

Intervalele de monotonie sunt date de semnul derivatei |, din tabelul de semn al

derivatei I.
X Xq Xy
1(x) +4+ 0 - - - - - 0 + +
f(x) 27 f) N Nf(x) 7~ 7
Maxim minim

3) Rezolvarea unor inecuatii / inegalitati

X = xo punct de minim = f(x,) < f(x),VxeD
X = xg punct de maxim = f(x) < f(x,), VxeD

Rolul DERIVATEI Il :
1) Convexitate / concavitate

f!/(x) = 0,vxel = feste CONVEXA pe |
f!/(x) < 0,Vxel = feste CONCAVA pe |

2) Intervale de convexitate/concavitate si PUNCTE DE

INFLEXIUNE
Tntre solutiile ecuatiei f//(x)=0 se afld punctele de INFLEXIUNE.

Intervalele de convexitate sunt date de semnul derivatei ll, din tabelul de semn

al derivatei Il.
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10.

1L
12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21

Derivatele functiilor simple respectiv compuse

¢’ =0

x =

(x") = nx"?

‘J,_:]r 1

7)) = —
2/x

- 1

(%) ==

14/ 1

y--5

(e*) = e*

{(a*) = a* Ina
1

Inx)' = -

(2 ==

[ Y = L

(loga x " xlna

(sinx)' = cosx
(cosx) = —sinx

tg x)' = =1+tg°x
(tg x) T g
ctgx) = -
(ctg x) sinx
) 1
{arcsinx)’ = _
1-x2
(arccosx)' = ———
arccosx) = —
V1 =12
1
arctg x)' =
(arctg x) P41
1
arcctg x)' = = ———
( 9%) 2 4+1

('..I'xz +a? ]r S
Vx? +a?
( X2 — a2 " __*
r

¥i =
=X

i

oz
( q? — x2
at - x?

]

1

2

]

10.

1L

1

13.

14.

16.

17.

W™y =n-u"t u

(w?)y =2-u-u'
1\ 1
(G-t
JECE
(o) =2
1

I
[’1'.,";) ZHIWFHP

(e%)' = ¥ .0’
()Y =a“lna-u’

ruJ

Bl

(Inu) =

r

U
u-lna

(logg u)’ =
(sinu) =cosu-u'

(cosu) = —sinu-u'

1
(tgu)' =—7p=—u'

cos?u
ctgu) = ———— '
(ctg u) sinfu
[ 3 }F 1 r
arcsinu = "
V1—u?
r 1 r
(arctg u) =y U
( y -
arccosu) = — ‘U
v1—u?
arcct =
(arcctgu) u 41 H

]

Def: F este primitiva a functiei f daca: {

PRIMITIVE

1. F derivabila pe D
2.F/(x) = f(x),V xeD

Primitiva unei functii se calculeaz cu formula: F(x) = [ f(x)dx

Stim primitiva F(x) atunci functia f(x) va fi dati de: F/(x) = f(x)

O functie f admite primitive pe D daca functia f este continua pe D.

Obs. Ex.:[ e2f(x)dx =e? [ f(x)dx ;

PROPRIETATI ALE INTEGRALEI NEDEFINITE

f(f(x) +g(x))dx = ff(x)dx + fg(x)dx

fa-f(x)dx = ajf(x)dx
[In5 f(x)dx =In5 [ f(x)dxin

aceste cazuri eZ, In5 sunt constante/numere

METODE DE INTEGRARE

1. Aplicarea directa a formulelor
2. Integrarea prin parti

Inverse Trigonometric Functions / _ '
[ | meseTis [1dde=to- [fgds
arcsin x,arctan x....
Logarithmic Functions - pentru identificarea functiei f se
L Inx,log x,log, x poate aplica metoda ILATE, care
2 2 27 . . . v . e
indica alegerea optima a functiei f,
A Algebraic Functions astfel aceasta va fi functia care se
xxt,x02x0 . afla cel mai aproape de inceputul
(partea de sus) a tabelului
Trigonometric Functions
T | f=1r
sinx,cosx,tanx,...
g = g= f g'dx
E Exponential Functions
e et 2537 . [f-gfdxzf-g— [f/-gdx
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Integrale nedefinite

fdx=x+-C

n+1
fx"a‘.x: z +C
n+1

1—2
ix="—"— 4 C
fx{x 2

— 2
f'-.."x dx = §x~.-'x + C

(71

1 —
f—_dx=2v'x+ C

VES

B

1
f—dx = In|x| +C
x

|

1 1
f—dx =Etn|ux + bl +C

ax + b

1 1
f—adx =——%C
x X

flnxdx=x1nx—x+£'

10

fe-‘dx = g¥4 C

11.

fe“dx =—e 4+ O

12

az
fa" dx = + C
Ina

13.

fsmxd.x = —¢cos5x + C

14,

fr_'a.';xdx= sinx 4+ €

ftgxdxz —In|cosx |+ C

16.

fctgxdxz In|sinx| +C

. ff*(xj dx = f(x)+C

18. ff(x}frlix} dx = fz;‘x} +C
19. J;E;]:' dx = In|f(x)] + C
w0 [ reorma =L "Dy c

3. Schimbarea de variabila

1x) = [ f(u(x))dx,

daca este cazul se face artificiul = if a- f(u(x))dx

- se foloseste substitutia:
t=u(x) //

1-dt =u/(x)-dx = I(t) = [ f(D)dt

4. Integrarea functiilor rationale

1 1
f dx =—lInlax +b|+C
ax+b a

1 . 1 4 B
J(ax+b)(cx+d) X G+ d) (@x+b) xrd)

- se aduc fractiile la acelasi numitor = 1 = (cx + d)A + (ax + b)B (1)

- se identifica solutia fiecarei ecuatii din paranteza:
(ex +d) = 0 = x; ,care se inlocuieste in relatia (1) si se afld B
(ax + b) = 0 = x, ,care se inlocuieste in relatia (1) si se afla A
-se revine in substitutie si se rezolva cu formula care conduce spre
logaritm
-aceeasi metoda se aplica si incazul in care numaratorul integralei initiale

are alta valoare diferita de 1

1 ; 1 A B c
f(ax+b)(cx+d)2 P A (cx+d? (@ +bh) (xtd) ! (x+d)?

-acelasi algoritm ca mai sus
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21,

1
J-E{ixz—ﬂyx + O

22

1
J-—Lf:r= tgx + C

costx
23, f{l+iy2x)dx =tgx + C
| [t = Ll + €
' 2o T Mk ra +
25 ! i—1!|x_1|+i."
N i T
1 1 Lox
26, fmdx = Em‘{tg = + C
1
27 Im{ix = EITCIHI + C
1
28, ————dr = In(x++/xT+a)+ C
fvxz+ a? ( ¥ )
1
g = (7 — a2
29, f\-ﬂdx Injlx+vx a* |+ C
! r=aresinX+c
3. ﬁ X = arcsin E
1
3L f dx = arcsinx + C
V11— xZ
32, f,;idx =x2+ a4+ C
yx2 £ a?
% ——
33 ———dx = —ya? - x4
f\-ﬂz— x2 \III
z
— x a —
34 J-~.~|"J:2 +aldx = E\-' x?+a? +?En(x +yxI+al)+C
3
— x a —
35. J-~.~|"J:2 —aldx = E\-'xz —a? - ?In ‘x +4/x2 —{12| +C
— X = a® ox
36. f\faz—xzdx = E\,az—xz +?m‘£$m -+ C
a
37 fj'{x} dx = F(x)+C F primitiva functiei [
F3(x
38, ff(x}f'(x; dx = ; )i c
flx)
——idx = In|F +C
39, o & n|F(x)|
w0 | [ 169 @ax = g0 - [ r'eg

INTEGRALA DEFINITA

b
| reodx = Feo /s =F ) - @)

a

Proprietati:
[ f()dx = 0, [y fx)dx = — [} f(x)dx,

b c b
f f(x)dx = f f(x)dx +f f(x)dx
a a c
Aplicatii:
1. Aria unei suprafete plane cuprinse intre graficul functiei Gf,
axa Ox si dreptele de ecuatiix =asix=Db

b
Aria(Ty) :f |f (x)|dx

2. Aria suprafetei plane cuprinse intre graficele a doua grafice

b
Aria(Ty,) = f If(x) — g(x)|dx

3. Volumul unui corp de rotatie determinat de graficul functiei

b
Vol(Cy) = nf f2(x)dx
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