Subiectul 1.1
PROGRESII

LOGARITMI

Definitie

ARITMETICE | GEOMETRICE

a*=N=x=1log,N,undea>0,a+1,N>0

Notatii

Conditiile de existenti ale logaritmului

+(@)ne1 © + Aq,02, 00, Ay, o + (bpns1 © = by, by, e by, .
termenul general al progresiei

a, = sau b, =
termenul de rang n

sau

{termenul general al progresiei
termenul de rang n

a >0 (baza > 0)
log, N : a+1(baza #1)
N > 0 (cantitatea > 0)

Logaritmul zecimal Logaritmul natural

Exemplu

lgx =logqg x

Inx = log, x,unde e =~ 2,71 (numarul lui Euler)

=2

+2,5.8.11....=>{a1=2 +2'6‘18‘54"":‘{21=3

r=3

i} ¢
+2%3,5%3,8%3,11%3, . +23,63,183,543, ...

Proprietiti ale logaritmilor

Definitie (Formula de recurenti)

Apy1 =0ap + 71, VN EN" bpy1 =by-q,Vn €N*

Ratia unei progresii

bnis

by

= Qps1 — Ap, VN EN* q= (b, #0)VneN"

CELE MAI UTILIZATE FORMULE

Formula termenului general

a,=a;+(n-1r,vneN* b,=by - q"L,VvneN"

1. log,1=0 2. logsa=1
3. log, x™ = n-log, x 4. a'°8a* = x
5. log, x +log, y =log,(x - y) 6. log, x —log, vy = log, (g)
7. alogbc — Clogba
Formule de schimbare a bazei logaritmului

1 log. b
8. loggnx = . log, x 9. loga b = logz P
10. log, b = m 11. log, b =log.b -log, ¢

Suma primilor » termeni ai progresiei

Monotonia functiei logaritmice

Sph=ataz+-+a, Sp=by +by+ -+ by
_(@t+a)-n b,(¢" -1
B 2 Sa={"q-1
n-by,dacig=1

Sn ,dacdq # 1

f:(0,0) > R, f(x) =log,x,a>0,a#1

L. Dacia € (0,1) = f este strict descrescatoare
x1 < xz © logg (1) > log,(x2)

Conditia ca trei numere sa fie termeni consecutivi ai unei progresii

IL. Daci a € (1, ) = f este strict crescitoare
x1 < xz © log,(xy) <logg(xz)

+ABCe2B=A+C +ABCeB*=A-C

Monotonia functiei exponentiale

fiR > (0,0),f(x) =a*,a>0,a#1

L Dacia € (0,1) = f este strict descrescitoare
X, <X, & a1 >a*2

II. Dacd a € (1, ) = f este strict crescatoare
X, < x; & a*1 <a*2




PUTERI s1 RADICALI NUMERE COMPLEXE (C)— forma algebrica

PUTERI Definitie
Definitie putere z=a+ bi,a,b €ER
a*=a-a-..-a,a€ERneN" Notatii
denori a = partea reald a numarului complex z bi = partea imaginarda a numdarului complex z
L { a = baza puterii a=Re(z) — realul lui z _ b =Im(z) — imaginarul lui z
@ = n = exponentul puterii . l = __1 L
. X i = unitate imaginard
Proprietiti puteri .
o1 5 =1 Proprietati
1. a’ = S = -
R =0sil =0
- ZER & Im(z)=0 & b=0 220 o (R =0siIm(z) =0)
3. at . gMm = g+tm 4. a_m = g™ (a=0sib=0)
? - Egalitatea a doud numere complexe
a® a
5. a-b" = (a-b)" 6. 2= (_) - - -
b™ b a;+bii=a,+byi & a;=a,sib; = b,
. -1 _1
7. (@)™ =(am" =a"m 8. a =3 Conjugatul lui z Modulul lui z
9 a‘"—i 10 (E)_":(E)" Z=a+bt=a-bi |z| = |la + bi| =+ a? + b?
an b a Proprietiti (cele mai utilizate)
1. |z| =1z 4. |zy - 23| = |z4] - |z
RADICALI 2, 2% = |z|" 5. al= :21} 2, # 0
2 2
Radicalul de ordin 2 Radicalul de ordin 3 3. ZER & z=7 6. z?P=2z-Z
Conditii de existentd ale radicalului de ordin 2 Conditii de existentd ale radicalului de ordin 3 Raportul a doui numere complexe
(de ordin par) (de ordin impar)
= se calculeaza prin amplificarea lui (raportului) cu conjugatul numitorului
) Vi) =2 fx) =0 ) Nu exista ] i i
(expresia de sub semnul radical > 0) z _a + bi _ (a + bi) - (c —di) _ac+ bd + bc — adi
- i D (c—di)~ c2 2 2 2
Proprietiti ale radicalilor g c+di (c+d))-(c—di u%’ u%’
Re(Z) lm(Z)
1. Vva-vb=va-b VYa-Vb=Va b Puterile lui i
2 ﬁ:JE 3\/3_32 it=i pantl — i2=—-1 jant2 — _q
i b NP W%_A\b
2 3 i3 = —i i4n+3 = —i i4 =1 i4n =1
3. (\/E) =qa (%) =a
Rezolvarea in C a ecuatiei de grad II cu coeficienti reali
4. VX = x7 3x = x5 ax?+bx+c=0,abc € R
5. nx‘l:x% —b —iv-A
T2
A= b?—4ac, A< 0 =
—b +iv-A
S 2a

x’=aga<0 =2x= +iv—a




FORMULE DE CALCUL PRESCURTAT
a’?—b?>=(a—b) (a+b)
(a+ b)? =a?+ 2ab + b?

(a—b)? =a?—2ab + b?

a® —b®=(a—>b)-(a®+ab+b?

a®+b®=(a+b)-(a®—ab+b?

(a+b)? = a®+ 3a?b + 3ab? + b3

(a —b)? = a®—3a?b +3ab? - b3

PARTEA INTREAGA si PARTEA FRACTIONARA
A UNUI NUMAR REAL

Subiectul 1.2

FUNCTII — definitii si proprietati

Notatii

A = domeniul functiei
fiA->B,x - f(x) B = codomeniul functiei
fx)=legea de corespondentd a_functiei

Alx,y) €Gf = f(x) =y
f(prima coordonati) = a doua coordonati

X (prima coordonata) = abscisa punctului
y (a doua coordonata) = ordonata punctului

Partea intreagi a unui numar real x

Intersectia cu axele de coordonate ale Gf

Notatie Definitie

[x] = cel mai mare intreg mai mic decat x

[x] = partea intreaga a lui x ] =mneZ on<x<n+l

Intersectia cu axa absciselor (cu Ox)
GfFNO,=y=0=f(x)=0

Intersectia cu axa ordonatelor (cu Oy)
GfNOo,=x=0 =y=f(0)

Partea fractionara a numairului real x

Determinarea coordonatelor punctelor de intersectie a doua grafice (Gf'si Gg)

1. Se rezolvd ecuatia f(x) = g(x) pentru determinarea abscisei
2.Se determina ordonata punctului

Compunerea functiilor

Notatie Definitie
{x} = partea fractionara a lui x {x}=x—[x]
Proprietiti
x—1<[x]<x 3. {x}€[0,1)
[x+n]=[x]+nnezZ 4. {x+n}={x}nez
x = [x] +{x}

(fog)) =f(g)

MODULUL UNUI NUMAR REAL

" (X, x<0
Definitie [x| = { X x>0
x| <Aoo -A<x<AAeR,
Proprietiti
|x] Ao x < —-Asaux > A4,A€ R,




FUNCTII — definitii si proprietati

Functii pare. Functii impare
f:A - R A —multime simetrici (—x € A,Vx € A)

FUNCTIA DE GRADUL1I

f—pari © f(—x) = f(x),Vx € A | f—impara © f(-x) = —f(x),Vx € A

Forma generali a functiei

Functii periodice

ffR->Rf(x)=ax+b,abeERa+0

f:D — R este periodica cu perioada T dacaf (x + T) = f(x),vx € Dsix+T €D
Cea mai micd perioadd nenuld pozitiva (dacd exista) s.n. perioadd principald

Monotonia functiei

Imaginea unei functii (multimea de valori a functiei)
fA->B

Imf ={y € Blax € Aa.if(x) =y} saulmf = f(A) = {f(x)|x € A}

Daca a < 0 atunci f este strict descrescatoare

Functii injective — definitii
: A - B este functie injectiva daca:
J

Daca a > 0 atunci [ este strict crescatoare

Semnul functiei

1. fOx1) = f(x2) = x1 = x; [x1,x; € A fixati]
2. X1 # X%, 2 f(x1) # f(x3) [x1,%x; € A fixati]
3. feste strict monotona (Analiza matematica)
Obs. f:A - B nu este functie injectiva daca: 3 x,,x, € A,x; # x, 5i f(x1) = f(x;)

Functii surjective — definitii
f:A - B este functie surjectiva daca:

Se rezolva ecuatia f (x) = 0 = x = -
X | —00 _E 40
a
f(x) | semncontrara 0 semn a

1. [Vvy e Bax € Aal f(x) =y] & [pentruVy € B ecuatia f(x) =y are cel putin o solutiein A ]

2. Imf =B

Functii bijective — definitii
f:A - B este functie bijectiva daca:

1. [feste injectiva si surjectiva

2. [vy eB3alx € Aal f(x) =y] & [pentruVy € B ecuatia f(x) = y are solutie uniciin A ]

Functii inversabile
f: A = B este functie inversabila daca:

feste bijectiva

Inversa unei functii
f:A - B, functie bijectiva, are inversa:

f~Y'B > Acuproprietatea f(x) =y = x=f1(y),x€ A,y €B

fUF'@))=xx€Bsif(fx) =x,x€A

Functii monotone

f:D — R este monoton crescitoare daci V x1,x, € D, x; < x, & f(x1) < f(x;)

f:D — R este monoton descrescitoare daca V x1,x; € D, x; < x; & f(xq1) = f(x;)

f: D > Reste strict crescitoare daci ¥ x1,x, € D, x1 < x, & f(x1) < f(x3)

f:D — R este strict descrescitoare daca V x1,x, € D, x1 < x, & f(x1) > f(x;)




FUNCTIA DE GRADUL al IT — lea

Forma generala a functiei

Graficul functiei de gradul al doilea

fIR->R,f(x) =ax?+bx +c,a,b,c ER,a+0

Se numeste parabola. Parabola are un punct de extrem, numit varf si notat cu V.

Coordonatele virfului : V (— %, — ﬁ)

Ecuatia de gradul al doilea

ax?+bx+c=0,,ab,ceRa#0

functia admite maxim (V este punct de maxim)

Dacia< 0= L, .. . . .. A
valoarea maximd a functiei sau maximul functiei este fqx = ——

functia admite minim (V este punct de minim)

Dacia>0= L . . .. . L. A
valoarea minimd a functiei sau minimul functiei este fp;, = ——

. . . . - b
Ecuatia axei de simetrie a parabolei este: x = — %

Pozitia parabolei (graficului functiei de grad Il) fati de axa Ox

Parabola intersecteaza axa Ox in doud puncte distincte (Ox este secantd parabolei) | & A> 0

A = b? —4ac
ecuatia are doua solutii reale distincte (3x1,x, € R, xq # x5 )
Gl | pacaa>0 = ~b-vA . —b++A
X1 = six; =
! 2a e 2a
ecuatia are doud solutii reale egale (3x1,x, € R, x; = x5 )
Cazul «
I DacaA=0 = x—x—_—b
1 2=7,
Cazul < . .
T DacaA < 0 = ecuatia nu are solutii reale (Ax;,x, € R)
Semnul functiei de gradul al doilea
Dacid A > 0 = ecuatia are doua solutii reale distincte (3x1,x, € R, pp x; < X3 )
Cazul X —0 X1 X 40
I ) Semn
Semn a 0 contrar 0 Semn a
a
Daci A = 0 = ecuatia are doud solutii reale egale (3x1,x, € R, x;1 = x3)
Cazul
I x — Xy +o0
fx) semn a 0 semn a
Daci A < 0 = ecuatia nu are solutii reale (Ax1,x; € R)
Cazul x o too
I
flx) semn a
Relatiile lui Viete
ax?+bx+c=0,,a,b,c €R,a# 0,x,x, ridicinile ecuatiei
b c
S = x; + x; = —— (suma radicinilor) P = x1 - x, = = (produsul radacinilor)
a a

Suma patratelor raddcinilor
X2+ x,2 =852 -2P

Formarea ecuatiei de gradul al doilea cu radacinile x4, x,

Se calculeazi § = xq + x, 5i P = x1 - x5 . Ecuatia cu raddcinile xy, x, este: x* —Sx+ P = 0

Parabola este tangenta axei Ox = A=0
Parabola nu intersecteaza axa Ox o A< 0
(parabola este situatd deasupra axei Ox (a > 0) sau este situatd sub axa Ox (a > 0))
Monotonia si imaginea functiei de gradul al doilea
fiR->R, f(x) =ax?+bx+c,a,b,ceR,a+0
Se calculeaza coordonatele varfului V (— %, — ﬁ)
Dacaa < 0 = V este punct de maxim
x —0o0 b +o0
ZAa
fG)
;‘ } 4a \‘ \‘
max
imf = ( =
=(—o00, ——
mf ' 4a
. < b . < b
f este strict crescatoare pe (—oo, ~%a f este strict descrescitoare pe [— 22’ +00)
Dacaa > 0 = V este punct de minim
X ‘ —o0 b +oo
ZAa
f()
N w /7
min
tmf = [-5+)
=|——, 400
mf 4a’
. < b . < b
f este strict descrescitoare pe (—00, ~%a f este strict crescitoare pe [— 20’ +00)




Subiectul 1.3
ECUATII

Ecuatii irationale

Ecuatii trigonometrice

Ecuatii trigonometrice fundamentale

sinx=a,a€[-11] = x=(-1)*-arcsina+ km,k€Z

fo) =g V) =g
1. Se pun conditii de existenta
{f(x) =0 Nu exista C.E.
gx)=0

cosx=a,a € [-1,1] = x = tarccosa+ 2km, k€ Z

tgx=a,a€R = x=arctga+ kn,keZ

Eliminarea radicalului (prin ridicarea la putere) si rezolvarea ecuatiei obtinute

ctgx=a,a€R = x=arcctga+ kn, ke Z

(VF@) = (@) = f@0 = (9@)* | (F®) = (@) = e = (90)°

Ecuatii trigonometrice de forma sin f(x) = sin g(x), cos f(x) = cos g(x) si tgf(x) = tgg(x)

Verificarea solutiei

sin f(x) =sing(x) = f(x) = (—1* - g(x) +km,k € Z
cosf(x) =cosg(x) = f(x) =tg(x)+ 2kn,k€Z
tgf(x) =tgg(x) = f(x) =gx) + km, k € Z,cos f(x) # 0,cos g(x) # 0

Ecuatii exponentiale

Ecuatii trigonometrice care se rezolvi cu ajutorul unor ecuatii din algebra (notatii)

af® = g9 = f(x) = g(x) 2. a’® =b = f(x) =log, b

Cu ajutorul notatiilor si a proprietatilor puterilor

Cele mai utilizate formule trigonometrice sunt:

sinx + cos?x =1,Vx € Rsicos2x = 2cos’x—1=1-2sin’x,Vx € R

Ecuatii de forma acosx + bsinx+c=0,a,b # 0

Ecuatii logaritmice

loga f(x) = logq g(x) = f(x) = g(x)

f(x)>0
C.E. gx)>0
a>0
a+1

loga f(x) =N = f(x) =a"

f(x)>0
CEfy a>0
a+1

(O metoda) Prin utilizarea substitutiei tg 3 = ¢ si a formulelor trigonometrice

1—-t%2 2t
cosx = —— sisinx =
1+¢t2° 1+ t?
Observatie!

Functia trigonometrica #g nu este definita pe intreaga multime a numerelor reale (R) ducand
astfel la pierderea unor eventuale solutii de forma (2k + 1), k € Z.

Prin urmare este necesara verificarea valorilor de forma x = (2k + 1)m, k € Z

Cu ajutorul notatiilor




Subiectul 1.4
METODE DE NUMARARE

MATEMATICI FINANCIARE

Procente

nl=1-2-...-n,neN
nlse citeste ,n factorial”

ol=1

p% dinx = L-x

100

Scumpirea pretului unui produs

Reducerea prefului unui produs

Permutiri = numara cate multimi ordonate se pot forma cu n elemente distincte

P, =n!

x = pretul initial al produsului

x = pretul initial al produsului

Aranjamente = numara cate submultimi ordonate de & elemente se pot forma cu n elemente distincte

n!

L !
An——(n_k)!,OSkSn,k,nEN

Combinari = numara cate submultimi de & elemente se pot forma cu 7 elemente distincte

n!

=m,0SkSn,k,nEN

cx

Binomul lui Newton

(a+b)"=C-a"+CL-a™* b+ C2-a™? b2+ -4+ CF 1 a-b"T+ D"
co,CL,CE, ..., Cl = coeficienti binomiali

Formula termenului general

Tysr =CK-a" % bk, 0<k<nkmneN

Suma coeficientilor binomiali

CR+Cr+Cid-+Ch=2"

Suma coeficientilor binomiali de rang par Suma coeficientilor binomiali de rang impar

Cr+C3+C5+-=2n1

Q+Cci+cr+--=2n1

Formule de numarare

Numarul submultimilor unei multimi cu n elemente este 2™

Numirul functiilor f: A - B este card B¢*4 4

Numarul functiilor bijective f: A = A este (card A)!

Ne amintim! Card A =numarul de elemente al multimii A

PROBABILITATI

nr.cazurilor favorabile

nr. cazurilor posibile

Datele
blemei p = procentul cu care se scumpeste p = procentul cu care se reduce
probiemet Dfinar= Pretul dupd scumpire Prinar= pretul dupd reducere
. p p
Formula x+—100~x=pﬁnal x——loo-x= Pfinal
T.V.A. = taxa pe valoarea adaugata
Datele x = pretul initial (de productie) al produsului
roblemei p = procentul T.V.A.
pro p,= pretul de vanzare al produsului
P
X+—-x=p
Formule 100 v
T.V.A=p,—x
Dobénda simpla
D = dobanda obtinuta la finalul perioadei de timp (in lei)
Datele S = suma depusa initial la banca (in lei)
blemei r = rata dobanzii (%)
probiemet n = perioada de timp (in ani)
Sfinaia = suma obtinutd dupa perioada de timp (in lei)
T
D=S——n
Formule 100
Stinaz =S +D
Dobénda compusa
D = dobanda obtinuta la finalul perioadei de timp (in lei)
Datele S'= suma depusa initial la banca (in lei)
blemei r = rata dobanzii (%)
probiemet n = perioada de timp (in ani)
Sfinaia = suma obtinutd dupd perioada de timp (in lei)
D=5 [(1+ - 1]
=S To0) ~
Formule

n

sﬁnalé=5+D=5-(1+1rﬁ)




Subiectul 1.5
GEOMETRIE ANALITICA

V. Pozitiile relative a doui drepte

di Il d; & mg, =my,

‘ dy Ld, ®mg, -mg, =—1

I. Distanta dintre doui puncte (Lungimea unui segment)

SAU

ditayx +byy+c¢; =0

| dy:a;x + by +c, =0

d4, d,drepte concurente < a1 +
2

a by
by

Observatie! Coordonatele punctului de intersectie a doua drepte reprezinta solutia sistemul
format din ecuatiile celor doua drepte.

Datele problemei Formula
A(xa,y4)
= )2 — )2
B(xg,¥5) AB = /(xg = x4)? + (Vs — ¥a)
11. Coordonatele mijlocului unui segment
Datele problemei Formula
AGa, va) M (xpy, yi) mijlocul segmentului AB,unde
XatXxp . YatYs
B(x5,¥8) Xm = StYm =
2 2
I11. Panta unei drepte ( m)
Datele problemei Formula

a = <« format de dreapta d cu axa Ox

my = tg a (coeficient unghiular)

Ecuatia generala a dreptei:
diax+by+c=0,b#0

a
mdz—z

Ecuatia explicitd a dreptei

mgy = m (coeficientul lui x)

d:y=mx+n
A(XA,}’A) Mg =yB_yA'xB # x4
B(x5,¥5) — X

IV. Determin

area ecuatiei unei drepte

a; b — ai b o
dy Il dy @a—zzb—z d, =d, (dl,dzcomad)(:»a—zzb—zza
VI. Aria unui triunghi
Datele problemei Formula
1
A == |A|,unde
A ya) A4BC = 5 1Y
B(xp,y5) oyl
C(xc,¥c) A=1xp yp 1
xc yc 1
VII. Coliniaritatea a trei puncte distincte in plan
Datele problemei Formula
A, B, C coliniare < A= 0,unde
A(.XA, yA) X4 Ya 1
B(xp,y5) A=|xg yp 1
C(xc,¥c) xc yc 1

VIII. Distanta de la un punct la o dreapta

Datele problemei Formula
x y 1
AB: (x4 ya 1|=0
xg yg 1
A(xa,y4) x—x -
B(xz vg) AB: ﬁ = ﬁ,xlg * X4, VB * Va

AB:x = x,,dacaxg = x4
AB:y =y, ,dacdyg =y,

Datele problemei Formula
Coordonatele punctului
A(xa,¥0) d(4,d) _M
Ecuatia generald a dreptei T JaZx b2

diax+by+c=0

A(x4,Y,) si panta dreptei d my

diy —ya=ma(x —x,)

Aplicatie!

Determinarea lungimii unei inaltimi

A(xy,ya) Ed © axy +by,+¢c=0

IX. Coordonatele centi

rului de greutate al unui triunghi

Mediatoarea unui segment este perpendiculara
dusa prin mijlocul segmentului

Inaltimea este perpendiculara dusa dintr-un varf al
triunghiului pe latura opusa

Datele problemei Formula
A(xa,Ya) G(xg, y¢) centrul de greutate al AABC,unde
B(xp,yp) X4+ xp + Xc Yatystyc
Clxc,y¢) o= 3 T 3

Mediana este segmentul care uneste un varf al

triunghiului cu mijlocul laturii opuse

Centrul de greutate al unui A (G) reprezinta punctul

Sd ne amintim!

de intersectie al medianelor unui A.




VECTORI

Definitii si notatii

Vector = marime fizica, caracterizata prin directie, sens, lungime

AB
A = originea vectorului;
B = extremitate vectorului;
dreapta AB = dreapta suport a vectorului

|A43’| = AB (lungimea vectorului E)

Subiectul 1.6

ELEMENTE DE TRIGONOMETRIE

Cercul trigonometric

Doi vectori au aceeasi directie daca dreptele lor suport sunt paralele sau coincid.

Doi vectori au acelasi sens daca extremitatile lor sunt de aceeasi parte a dreptei determinata
de originile vectorilor.

Doi vectori sunt egali daca au aceeasi directie, lungime si acelasi sens.

Doi vectori sunt opugi dacd au aceeasi directie, lungime si sensuri opuse. Notdm: ¥ = —1.
AB = -BA
Vectorul nul este vectorul cu lungime 0. Notdm: G = vectorul nul.
[a4] = [o] = 0

Doi vectori sunt coliniari daca au aceeasi directie.

U, v coliniari @ 3Ja e R al Ui=a- ¥, 0% 0

Adunarea vectorilor necoliniari

Regula triunghiului Regula paralelogramului

AB + BC = AC AB + AD = AC,unde ABCD paralelogram

C

Vectorul de pozitiei al mijlocului unui segment

N , __. 04A+0B _ )
M mijlocul lui AB = OM = ————, pentru orice punct O din plan

Vectori in reper cartezian

v=xi+y] © v(x,y) ‘

1] = VX2 + y?

AB = (x5 —x,)i+ (5 — y4)]

Vi =x0+yJ Uy =20+ Yof

.. . X
V1,7, coliniari < x—l =

2 Y2

Produsul scalar

VU, =X X+ Y1 Y ‘ 7T, = T3] - 73] - cos( (7, 77))

VLY, o0 v,=0

Asin
7 0,1)
(=1,00m 0(1.0) cos,
2
3
- 0,-1)
T . 3 . o
=90 =180 7”:270 21 = 360
sin 0 -1 0
cos -1 0 1
Z 30 o zo60°
6 4~ 3~
- 1 7z e
sin - = X2
2 2 2
V3 V2 1
cos == ye Z
2 2 2
t ! 1 V3
- 3
£ g
1
ct; V3 1 —
¢ V3
Semnul functiilor trigonometrice
0 i 3
XE( E) sinx > 0 xe<7r,—) sinx <0
[x <« ascutit] cosx >0 cosx <0
Catain | Cadran IIT
T
- 3
xe(z,n) sinx > 0 xE(—n,Zn) sinx <0
[x « obtuz] cosx <0 c dz s cosx >0
Cadran I1 sl




Proprietiti ale functiilor trigonometrice

Madrginirea

—1<sinx<1,VxeR

—1<cosx<1,VxeR

Paritatea

sin(—x) = —sinx

tg (—x) = —tgx

cos(—x) = cosx

ctg (—x) = —ctg x

Observatie! cos este functiei para, sin, tg, ctg functii impare

Periodicitatea

Functii trigonometrice inverse

sin(x + 2km) =sinx,Vx ER,k € Z

T
tg(x + km) =tgx,Vx€]R\(E+ Zn),k €Z

cos(x + 2km) = cosx, Vx E R KkEZ

ctg(x + km) = ctgx,Vx € R\ (Zn),k €Z

Formule trigonometrice

Formula fundamentali a trigonometriei
sinx +cos?x =1,Vx € R

T
arcsinx:[-1,1] - [_EE]

arcsin(sinx) = x,Vx € [_n r
- 2’2
sin(arcsinx) = x,Vx € [—1,1]

arcsin(—x) = —arcsinx,Vx € [-1,1]

arctgx:R - (—E E)
Bx: 22
T
arctg(tgx) = x,Vx € (_E'E)
tg(arctgx) = x,Vx € [-1,1]

arctg(—x) = —arctgx,Vx € R

sin(90° — x) = cosx

sin(180° — x) = sinx

cos(90° — x) = sinx

cos(180° — x) = —cosx

sin(a + b) = sinacosb + cosasin b

sin(a —b) = sinacosb — cosasinb

cos(a+ b) = cosacosh —sinasinb

cos(a — b) = cosacosb + sinasinb

arccosx:[—1,1] - [0, 7]
arccos(cosx) = x,Vx € [0, 7]
cos(arcco ) =x,Vx € [-1,1]

arccos(—x) = w — arccos x,Vx € [—1,1]

arcctgx:R - (0,m)
arcctg(ctgx) = x,Vx € (0,m)
ctg(arcct ) =xVx € [-1,1]

arcctg(—x) = m —arcctgx,Vx € R

sin 2x = 2 sin x cos x

cos 2x = cos? x — sinx

cos2x = 2cos?x —1

cos2x =1 —2sin’x

sinx ‘ _cosx
t‘gx_cosx C‘gx_sinx
tga+tghb tga—tgb
t h)=—"-— t — )=
ga+b) 1-—tgatgb g@=b 1+tgatgb
‘2% = 2tgx ‘ x  sinx
9 1-tg?x 92  T+cosx
x —tg2ZX
o Ztgz _1 tg )
sinx = —= cosx =
1+tg*5 1+tg%5

Transformarea unor sume in produs

. . .a a—b
sina + sinb = 2 sin

+ COs

a+b a—>b
cosa + cosb = 2cos

a—>b a+b

sina — sinb = 2 sin - CoS >

a—b
2

oa+
cosa — cosb = —2sin

- sin




APLICATII ALE TRIGONOMETRIEI IN GEOMETRIE

Triunghiul dreptunghic

Teorema cosinusului

AABC oarecare

AB% + AC? — BC?

T 2-4B-
AB?>+BC?—-A 2

cosB =W

AC? + BC? — AB?

T 2-AC-BC

cosA =

cosC =

cateta (c;)

Teorema lui Pitagora

ip? =c?+c?

Aria triunghiului

Indltimea corespunzitoare ipotenuzei

Teorema sinusurilor

C1°Cy €1 C2
Ay =—— =
2 lp
Mediana corespunzdtoare ipotenuzei Raza cercului circumscris A
) ip ip
mediana = — R=—
2 2

AABC oarecare
BC  AC _ AB
sinA ~ sinB  sinC

R = raza cercului circumscris AABC

Functii trigonometrice

cateta opusa <a

cateta opusa <a

Observatie! Aplic teorema cosinusului daca

Ipoteza Concluzie
Toate laturile triunghiului & sau cos &
2 laturi si « dintre ele a3 —alatura

altfel aplic teorema sinusurilor.

sina = - ga=——7""-"""""
ip cateta aldturata <a
cateta alaturata <a cateta alaturata <a
I A S — g =—F——

ip cateta opusa <a

Triunghiul echilateral
are toate laturile egale; are toate <« de 60°
_ >3 W3
P=3-1 A= h=—
4 2

Aria unui triunghi oarecare

L1 - sin(sa)

Ay = > ,¥a = & format de l;sil,
b A=\p-®-a @-b-(p-0
Ap = > a+b+c .
= — a, b, c laturile A
Raza cercului circumscris A Raza cercului inscris in A

a-b-c Ap
= r=—

R=77 P




Subiectul I1.1

ELEMENTE DE CALCUL MATRICEAL SI SISTEME DE

MATRICE. DETERMINANTI

Matrice patratica

de ordin n

Matrice cu n linii si n coloane

Matricea unitate

de ordin n - definitie

1 0 0
4G Done(a 7 0)

Matricea unitate

de ordin n - proprietate

A-I,=1,-A=AVA € M,(C)

Matricea nula

de tipul (m, n)

0 0 - 0
Omn = ( P )

ECUATII LINIARE
PERMUTARI
Permutare de grad n - 1 2 ek . n
definitie 7= (0(1) a(2) o(l) .. J(n))
Permutarea identica 1 2 ik - m
e=( )
de gradul n 1 2 ««k - n
O - i i j—=1 j j+1--
Transpozitie 5= (1 2 =1 @ i+l k jj+ n)

1 2 «i—-1j i+l k —j=1 i i+1- n

Urma unei matrice

pdtratice

tr(A) = suma elementelor de pe diagonala principala

Inversa unei permutari

_ 1 2) .- k) .-
RGN

apoi se ordoneazd prima linie

Transpusa unei matrice -

definitie

A? = se obtine din matricea A prin transformarea liniilor in coloane si

a coloanelor in linii

Compunerea permutdrilor

1 2 n
8 =(0(5(1)) o(8(2)) - J(S(n)))

Transpusa unei matrice -

proprietate

(AB)! = B'A*

Inversiune a unei permutari

Perechea (i,j) cui < j se numeste inversiune a permutarii o daca
a(@) >a())

m(o)= numarul inversiunilor permutarii o

Relatia lui

Hamilton - Cayley

X2 —tr(X) - X +det(X) I, = 0,

Semnul (signatura) unei

permutari - definitie

£0) = (-

Determinantul de ordin 2

det(A) = |(c1 Z| =ad — bc

Semnul (signatura) unei

permutari - proprietati

£(06) = e(0)e(8) sie(o™) = (e(a))n

Permutare para

o este permutare para dacie(o) = 1

Permutare impara

o este permutare impara daca (o) = —1

Proprietati ale

determinantilor

Un determinant cu elementele unei linii/coloane nule are valoarea 0.

Un determinant cu doua linii/coloane identice are valoarea 0.

det(A4?) = det(4)

det(A4 - B) = detA - detB

det(A™) = (detA)"

Dacd la elementele unui linii/coloane se adund elementele altei
linii/coloane Inmultite eventual cu acelasi numar, atunci valoarea

determinantului nu se modifica.




Matrice inversabile

A este inversabila < det4 # 0

A-Al=ata=1,

SISTEME DE ECUATII LINIARE

Inversa unei matrice
Pas 1. Se calculeaza det4 # 0
Pas 2. Se determind matricea transpusd A

Pas 3. Se determind matricea adjunctd A* = (6if)ij=ﬁ

8;j = (—1)"*/ . determinantul obtinut din A*

prin eliminarea linie i si coloanei j

1
detA

Pas 4. Se calculeazi inversa matricei A™! = A*

rang A = r & 3 un minor de ordin r al lui 4 nenul (# 0) si toti minorii
Rangul unei matrice
de ordin r + 1 sunt nuli (0)

Stabilirea compatibilitatii unui sistem liniar si rezolvarea lui

A - matricea sistemului

A - matrice pdtratica

Ecuatii matriceale

A-X=B&o X=A"1-B,detd #0

Stabilirea compatibilitatii

X - A=Bo X=B-A1,detAd #0

Se calculeaza det A

AX-C=BoS X=A"1-B-C1detAd #0,detC #0

detA=0

1. Se determind rang(A) = m,, (minorul

detA # principal)
sistem compatibil determinat/ 2. Se calculeaza minorii caracteristici m,
sistem cu solutie unicda/ Numarul m, = numadrul ecuatiilor secundare
sistem de tip Cramer 3. Dacd 3 m, # 0 = sistem incompatibil

Daci toti m, = 0 = sistem compatibil

nedeterminat (o infinitate de solutii)

Rezolvarea sistemului

Se stabilesc ecuatiile principale si secundare

Se stabilesc necunoscutele principale si secundare

Necunoscute secundare = a, f5 ...

Ay A, A, Un sistem cu o necunoscutd secundard = sistem

X = = — zZ =
detA Y deta detA compatibil simplu nedeterminat

Un sistem cu doud necunoscute secundare = sistem

compatibil dublu nedeterminat

Se rezolva sistemul format din ecuatiile principale




A - nu este matrice patratica

A - matricea extinsa a sistemului

Stabilirea compatibilitatii

Subiectul I1.2
LEGI DE COMPOZITIE PE O MULTIME

1. Se determind rang(A) = m, (minorul principal)

Proprietitile legilor de compozitie (M # @)

2. Se calculeazad minorii caracteristici m,

Numarul m, = numarul ecuatiilor secundare

3. Daca3am, # 0 = sistem incompatibil

Daca totim, = 0 = sistem compatibil

_K.C.
Daca 2 m, = rang A = rang A = sistem compatibil

Parte stabila xoy€eEMVx,yEM
Asociativitate (xoy)oz=x0(yoz),Vx,y,zEM
Comutativitate Xoy=yox,Vx,yEM
Element neutru JeeMailxce=eox=x,VxEM

Rezolvarea sistemului

Se stabilesc ecuatiile principale si secundare

Se stabilesc necunoscutele principale si secundare
Necunoscute secundare = a, f3 ...
Dacid 3 necunoscute secundare = sistem compatibil nedeterminat

Dacd 2 necunoscute secundare = sistem compatibil determinat

x € M element simetrizabil daca
Jx' € Ma.l. xex'=x'ox=e
Elemente simetrizabile
x' = simetric elementului x

U(M) = multimea elementelor simetrizabile din M in raport cu legea ,, o ”

Structuri algebrice

Un sistem cu o necunoscutd secundard = sistem compatibil simplu nedeterminat

Un sistem cu doud necunoscute secundare = sistem compatibil dublu nedeterminat

Se rezolva sistemul format din ecuatiile principale

(M,°) monoid comutativ (abelian) daca
1. M este parte stabila in raport cu legea ,, o ”
Monoid 2. , 0" este asociativa
3. , o ” admite element neutru
4, , 0" este comutativd

(G,°) grup comutativ (abelian) daca
1. G este parte stabila in raport cu legea , o ”
Grup 2. , o ” este asociativa
3. , o ” admite element neutru
4. UG) =G
5. ,o” este comutativd

(A,o,*) inel comutativ daca
1. (A,°) este grup comutativ
2. (A,*) este monoid comutativ
3. Distributivitatea operatiei,, * ” fatd de ,, o ”
Dgix*(yoz)=(x*y)o(x*2),Vx,y,zE€M
Dy:(xoy)xz=(x*z)o(y*2z),Vx,y,ZzEM

Inel

(A,0,%) corp comutativ daca
1. (A,0) este grup comutativ (e, = element neutru)
2. (A—{e.},*) estegrup comutativ
3. Distributivitatea operatiei , * ” fata de ,, o ”
Dgix*(yoz)=(x*xy)o(x*2z),Vx,y,z€ M
Dy:(xoy)xz=(x*2)o(y*2),Vx,y,Zz€EM

Corp




Morfisme de grupuri

POLINOAME

Fie (Gy,°) si (G,,*) doud
grupuri

f: Gy = G, este izomorfism de grupuri daca

1. f este morfism de grupuridaca f(x o y) = f(x) * f(y),Vx,y € G;

2. f bijeciva

Forma algebrica

a unui polinom

f=a X"+ a,_ X" 14+ a; X +ay €K[X]

K[X] = multimea polinoamelor cu coeficienti in corpul K

Proprietate: f(e;) = e,

Suma coeficientilor

unui polinom

Suma coeficientilor polinomului f = (a, + ap_1 + -+ a; + ag) = f(1)

Morfisme de inele

Gradul unui polinom

grad f = cel mai mare exponent al lui X

Fie (Gy,%,°) 5i (G2, 1,T)

doud inele

f:Gy = G, este izomorfism de inele daca
1. f este morfism de inele daca
a fxxy)=fx)Lf)Vvxy€EG
b. flxey)=f)Tf(y).Vxy€G
c. f(e)=¢;
2. f bijeciva

Polinomul constant: f =c,c € K*

Gradul polinomului constant = 0

Polinoame particulare

Un polinom devine polinom nul daca toti coeficientii polinomului sunt 0.

Polinomulnul: f =0

Gradul polinomului constant = —co

Proprietate: f(e,) = e,

Subgrupuri

Fie (G,o)siH c G

(H,°) este subgrup al lui G daca
Vx,y€EH =x0y'€H
sau
1. Vx,yEH=x0y€H
2. VxeEH=x'€H

Teorema impartirii cu

rest

f=g c+r, gradr < grad g
f = delmpartit
g = Impartitor
c=cat

r =rest

Teorema restului

fiX—a)=r1r=f(a)

figer=0

Divizibilitatea

fiX-a) e fa=0

polinoamelor

fi(g-h) ©figsifih

x =arddicinie f(a)=0

Radacini ale

x = aradacind © f : (X — a) (Th. Bezout)

polinoamelor

x = aradicind dubli  f i (X — a)?

x = ariddacind dubli & f(a) =0sif'(a) =0

Polinoame ireductibile

f € K[X] este polinom reductibil peste corpul K daci
dg,heK[X],gradg=1sigradh=>1alf=g"h

f € K[X],grad g = 1 este polinom ireductibil peste corpul K daca f nu

este reductibil peste K.

Descompunerea
polinoamelor in factori

ireductibili

FECX]f =a X"+ ap XV 1+ 4+ a X + ag;
X1, .., Xn € Craddacinile polinomului

f=a,X-x)(X—x) (X - xy)




Relatiile lui Viete
pentru polinoame de

grad 3

f=aX®+bX?+cX+d a0 cuxy,x,, x; radicini
b
S1=x1+x,+x3= 2

c
Sy = X1X3 + X1X3 + X2Xx3 = 2

s d
= X1X2X3 = ——
3 14243 a

Ecuatii reciproce de

gradul 3

Ecuatia reciproci de grad 3 ax® + bx? + bx + a = 0 are radicina
x, =-1

ax} +bx*+bx+a=0 (x+1)(ax*+ (b—a)x+a) =0

Suma patratelor rdddcinilor

X124 12 + 132 = §,% = 28,

Ecuatia algebricd de gradul 3 cu raddcinile x4, x,, x5 este

x3 —Sx2+S,x—S3=0

Ecuatii reciproce de

gradul 4

Ecuatia reciproca de grad 4

1
ax4+bx3+cx2+bx+a=0|-;(xqto):)

2, 1 1
a(x +—2)+b<x+—)+c:0
x x

1 1
xt+==t=x?+—=t2-2

x x2
—=———

at’ +bt+c—2a=0

Relatiile lui Viete
pentru polinoame de

grad 4

f=aX*+bX3+cX?+dX +e,a+ 0cuxy,x,, X3, X, radicini

51=xl+xZ+X3+x'4=—E

c
Sy = X1X3 + X1X3 + X1X4 + X2X3 + XpX4 + X3X4 = 2

d
83 = X1X2X3 + XXXy + X1X3X4 + X3X3X4 = 2

e
Sy = X1X2X3X4 = a

Suma patratelor rdddcinilor

X2+ 2,2 + 132 +x,% = 5,2 - 25,

Ecuatia algebrica de gradul 4 cu raddcinile x4, x,, x5, x, este

x* =S +5,x2 —S;x+5,=0

Ecuatii algebrice cu

coeficienti in Z

Radacinile intregi ale unei ecuatii algebrice cu coeficienti in Z

€ Divizorilor termenului liber

Radacinile rationale ale unei ecuatii algebrice cu coeficienti in Z sunt de

forma £ unde

p € Divizorilor termenului liber si

q €Divizorilor coeficientului dominant

Ecuatii algebrice cu

coeficienti in Q

feQx]

x, = a — Vb ridicini a lui
x, = a + Vb radicini a lui f 2 !

Ecuatii algebrice cu

coeficientiin R

f € R[X]

Cosas s . .| = x, = a — biraddcina a lui
x; = a + biradacinaalui f z f

Subiectul I11.1




ELEMENETE DE ANALIZA MATEMATICA CLASA a XI — a

Derivatele functiilor elementare

Reguli de derivare

Ft9)=rzg

(c-f)=c-f

f-9=f9g+f4g

(f)‘:f'-g—f-g'

g g2

FD'0o) = = f(xo)

_1
Flxg)°

Siruri

Marginire si monotonie

(ap)ns1 mdrginit inferiordaciim € Radi.a, 2 mvn=>1

Nr. Crt. Derivate simple Derivate compuse
1 ¢'=0
2 x'=1
3 (x™' = nx™! @)™ ' =n- u(x)"‘1 . (u(x))'
1

4 () =57 (Vu®) = J—_ ()

s 1 u(x (u@)'
5 (V) =55 / w0)’

w1 Vu@®)' = —— (u®)’
6 (\/;) nn/_xn_l Tl u(x))n 1
7 (@®)' =a*lna (a*®) = a*®@Ina- (ulx))'
8 (e*)' =e* (e“("))' = gt (u(x))'
1
9 (Inx)' :% (Inu(x))' = ﬁ (u()'
10 (loggx)' = —— (logau(x))' = (x) 0 - (u())'
11 (sinx)' = cosx (sinu(x))' = cosu(x) - (u(x))'
12 (cosx)' = —sinx (cosu(x))' = —sinu(x) - (u(x))'
1 .
13 (tgx) = —— (tgu() = u(x) (e
1

14 (ctgx)' = ——— (ctgu(x)' = m (u@)

_ 1 . _ .
15 (arcsin x) Negay= (arcsinu(x))' = m : (u(x))
16 (arccosx)' = —\/% (arccosu(x))"' = _\/%(x)z. (u()'
17 (arctgx)' = 122 (arctgu(x))' = 1+—()2 (u))'
18 (arcctgx)' = “TieZ (arcctgu(x))' = H—T(x)z (u))

Marginire (ap)nsy mdrginit superior dacaiaM € Rala, <Mvn=>1
(an)ns1 mdrginit dacd sirul este marginit inferior si superior
(an)ns1 monoton crescdtor daci a,,, — a, = 0,¥n > 1
SAU
(ap)ns1cu a, > 0,Vn > 1 este monoton crescdtor daca
21,21
(ay)n=1 monoton descrescdtor daci a,,4 —a, < 0,vn >1
SAU
(ap)ns1cu a, > 0,¥n = 1 este monoton descrescdtor daca
% <Lvnx1
Monotonie

(an)nsq strict crescdtor dacd a,q —a, > 0,vn =1
SAU
(ap)ns1cu a, > 0,Vn = 1 este strict crescdtor daca

fntl 5 1,vn > 1
an

(an)nsq strict descrescdtor dacd apyq — a, < 0,¥n =1
SAU
(ap)ns1cu a, > 0,Vn > 1 este strict descrescator daca

i o 1 vn>1

an




Un sir este convergent daca acesta are limita finita. Cazul 2 Limite remarcabile
0
Un sir este divergent daca are limita +co sau nu au limita (Alim). lim 2% _ 4 sau lim gan _ 1 sau lim XM _ 4 oo lim arctga, _
Convergenta n—w noo @, oo ay now @,
Un sir este convergent daca este monoton si marginit. In(1+a,)
. n
(Proprietatea lui Weierstrass) ,11_120 @ =1
— r— . — Cazul - 0 "
Limite de siruri - cazuri de nedeterminare (idei de rezolvare) pm — 1
lim =Inb
Factor comun fortat noe
4, daciq < -1 unde a, - 0
li n_ )0, daciq € (-1,1) 1
nl—l;goq )1 dac q=1 Cazul 1% 711_{27(1 +an) =eundea, > 0
0, dac q>1 - b . Ina,bn i bl
. lima,’ = lime™% " = lime®n'"%n
Lema lui Stolz - Cesaro n-oo n-oo n-oo
lim n _ lim Apyq — ap . . Criteriul radicalului
o by, 1m0 bpyq — by Cazul 0° sau i o = Jig 221
. . - .. . . PP n—oo n = n-o @ 4
unde (b,,) s Sir strict crescator, nemarginit si cu termeni pozitivi n
Criteriul raportului (@n)ns1cu termeni strict pozitivi
(an)ns1cu termeni strict pozitivi. Daca
a _ Functii
Cazul = 3 lim = = | € Ratunc ’
noe dp Limite de functii
1)1 €[0,1) atunci lima, =0 -
)Lel0,1)atunct lim a, L) = [ — 0) = Jip f()
2) L € (1, ) atunci lim a, = o x<Xo
n—-oo .
. ) - o Limite laterale la(xo) = f(xo + 0) = Jim f(x)
3) | = 1 atunci nu putem afirma nimic despre limita sirului Yoy
Regula lui I'Hospital 3 lim f(x) © ls(x) = la(x0)
XX
lim a, si f(n) =a, _ . 0. .
n-o Cazuri de nedeterminare (idei de rezolvare)
Se calculeaza il_{g f(x) =l curegula lui I'Hospital . Factor comun forfat
T Heine s B
— Pentrux, =n,li x, = wavem i) 2 Regula lui I'Hospital
n—oo ) '
lim f(n) =, deci lim a, =1 : @ - lim (f(x))
n-oo n-oo x=% g(x)  x-%0 (g(x))'
Factor comun fortat Factor comun fortat
SAU U
Amplificarea cu expresia conjugatd (1a limitele cu radicali) Amplificarea cu expresia conjugata (la limitele cu radicali)
Cazul oo — o0 SAU
Cazul o — SAU
Proprietitile logaritmilor (la limitele cu In) Proprietitile logaritmilor (la limitele cu In)
an
Ina, —Inb, =In— f(x)
b, Inf(x) —Ing(x) =1n
9()




Limite remarcabile

0
Cazul 3

sinu(x) =1sau lim tgu) =1 sau
u(x)

im
x-xg ulx X-Xg

lim arcsinu(x) =1 =1sau lim arctgu(x) 1
x=xg  u(x) x=x9  u(x)
In(1+
lim M =1
il
I a'® -1
o u(x)

unde u(x) » 0

Regula lui I'Hospital

=Ina

Limite remarcabile

Cazul - 0

Regula lui I'Hospital
GO Eg(f)i

) o)

f ()

lim f(x) - g(x) = lim
X—Xq X—=Xo

Cazul 1%

1
lim (1 + u(x))*® = e, unde u(x) > 0
x—xg

X=Xq X=Xg

Cazul 0° sau oo

lim ()9 = lim e @D = |jm 9 Inf @)

X=Xg

Asimptote

y = m, m finit

Asimptote orizontale

la +oo

m = lip /@)

y = mx + n,m finitsi nenul si n finit

Asimptote oblice

e

m= li
x>k X

n= xl—i)Too[f(x) - mx]

Functii continue

f continudinx, & Is(xg) = lg(xg) = f(x0)
f:1 = R o functie continud pe Isia,b € l,a <b

= ecuatia

Proprietate lui

Cauchy - Bolzano

f(a)-f(b) <0

f(x) = 0 are cel putin o solutie in intervalul (a, b)

Semnul unei functii

continue

O functie continua are acelasi semn pe un intervalul in care nu are

zerouri.

Functii derivabile

o [ =TG

X — Xo

y = f(xo) = f'(x0) (x — xo)

li

X-Xq

Ecuatia tangentei la

graficul functiei f in

punctul de abscisa x = x

mg = f'(x) - panta tangentei

f derivabiliin x, & f's(xy) = f'q(xp) finite

f are derivatiinx, & f's(x) = f'a(x0)

Xo este punct de intoarcere al functiei f daca f este continua in x, si

la oo
X = X, este asimptota verticala
Asimptote verticale
daca cel putin o limitd laterald a functiei f in punctul x, este infinita
1 + 1 nr 0
— = 400 — = -0 —_—
04 0_ +o0
Cateva rezultate utile in no = — lnw = o
calcularea limitelor! e® =0 e® = o
_ _ i
arctgoo = 3 arctg(—o) = -3

Puncte de intoarcere

f's(xo) # f'q(xo) infinite

Xo este punct unghiular al functiei f daca f este continua in x, si

Puncte unghiulare

f's(xo) # f'a(xo) sicel putin o derivata lateral este finita

Teorema lui Fermat

f:la,b] = R,x, € (a, b) un punct de extrem al functiei. Daci f este

derivabila in punctul x, atunci f'(x,) = 0

fb)-fl@ _
—_a 1@

Teorema lui Lagrange

f continua pe [a, b] -
f derivabila pe (a, b) =3ce(ab)al
f continua pe [a, b]

Teorema lui Rolle

f derivabild pe (a,b)| = 3c€ (a,b)ailf'(c)=0
f(a) = f(b)

Sirul lui Rolle

Se aplicd pentru determinarea numarului de solutii reale ale
ecuatiei f(x) =0
Etape:
1) Se determina f'(x)
2) Serezolva f'(x) =0

3)

X
f'(x)
fG)

SR.




Rolul derivatei I

f'(x) =0,vx € | = f este (monoton) crescadtoare pe [

f'(x) <0,Vx € I = f este (monoton) descrescitoare pe [

Determinarea intervalelor de monotonie si a punctelor de extrem
Etape:
Se determina f'(x)
Serezolvd f'(x) =0
X
[
fG)

Subiectul II1.2

ELEMENETE DE ANALIZA MATEMATICA CLASA a XII — a

Primitive

Definitie

F este primitiva a functiei f daca
1. Fderivabila pe D
2. F'(x) =f(x),vx€D

Pentru a determina/a calcula primitiva unei functii se foloseste F(x) = [ f(x)dx.

Enunturi care se rezolvd cu derivata 1

v’ S3 se determinarea intervalelor de monotonie
v’ Si se determinarea punctelor de extrem
v' Si se demonstreze ci f este (strict) crescitoare/descrescitoare
v’ Si se demonstreze inegalititi cu ajutorul punctelor de extrem
v’ Si se determine imaginea(multimea de valori) unei functii
v’ Si se demonstreze ci o functie este marginita
v’ Si se demonstreze bijectivitatea unei functii

o f injectivd & f strict monotona pe domeniu

o f surjectivd & Imf = codomeniu

Pentru a demonstra/a arata enunturi care implicad primitive se foloseste definitia primitivei.

Pentru a demonstra ca o functie admite primitive pe D se arata ca functia este continua pe D.

Metoda integrarii prin parti

f £ gGdx = £() - g(x) — f fQ) - g'(x)dx

Integrale definite

Formula lui

Leibniz - Newton

b
f FG)dx = FGOIL = F(b) — F(a)

Rolul derivatei a Il -a

f"(x) =0,vx €I = f este convexi pe [

f"(x) <0,Vvx € I = f este concava pe [

X = xq punct de inflexiune daca
v f continudin x,
v’ f are derivati in x,
v’ f este concava de o parte a lui x, si convexa de cealalta

parte a lui x;.

Proprietati

f_aaf(x)dx = 0,daca f impardsia > 0

f_aaf(x)dx =2 foaf(x)dx, daci f pardsia > 0

faf(x)dx =0,a € R

Teorema de medie

f:la, b] - R este o functie continud = 3¢ € [a, b] a.l.

b
j £ dx = (b — a)f()

Determinarea intervalelor de concavitate/convexitate si a punctelor
de inflexiune
Etape:
Se determina f' (x)

Serezolvd f"'(x) =0

X
')
f(x)

Proprietatea de b
f f(x)dx =0 f(x) =0,Vx € [a,b]
pozitivitate a
Proprietatea de b b
flx) <gx),vx€lab] & f flx)dx < f g(x)dx
monotonie a a
Proprietatea de

aditivitate la interval

[P f@dx = [£ fGOdx + [P f(x)dx, ¢ € [a,b]

Metoda integrarii prin

parti

b b
j £ - gGdx = F() - gIL — j f() - g ()dx




Integrale nedefinite

Aplicatii ale integralei definite

Aria unei suprafete
plane delimitate de
graficul functiei f, axa 0,
si dreptele de ecuatii

x=asix=»b

b
Aria f):f |f(x)| dx

Aria suprafetei plane
cuprinse intre doua

curbe

b
ria(ty) = [ 1760 - gl dx

Volumul unui corp de
rotatie determinat de
graficul functiei

fila,b] > R

b
Vol(Cr) = rrf f2(x)dx

1 jldx=fdx=x+6
xTL+1 un+1(x)
2 " dx = (%) - =
jx dx n+1+6 fu (x) - u'(x)dx ——) +C
3 fex dx =e*+C feu(x),uv(x)dx: et® 4 e
a* u(x)
4 fa"dx:—+6’ fa”(")-u'(x)dx: +C
Ina Ina
1 1
5 f—dx:lnx+6 j—-u'(x)dx=lnu(x)+€
x u(x)
6 1 d_llx—a e 1 . d_llu(x)—a+c
fxz—az x_%n|x+a|+ fuz(x)—az'u(x)x_Zanu(x)+a
7 f U oge=tareg®sc f ! (odx = Larcg®® 4 ¢
a2 T ey u?(x) + a? wlpjaxr=garce—,
1 1 i
8 fﬁdx=1n|x+\/x2—az|+c fm'u(ﬂdx:ln|u(x)+\/u2(X)—a2|+C
9 ;dXZIIl(X+ x2+a2)+C I;M'(x)dx:ln(u(x)+‘/uz(x)+a2)+(3
Vx2Z + a? Ju?(x) + a?
1 x 1 u(x)
10 f—dx=arcsin—+€ f—~u'(x)dx:arcsin—+6
Vaz — 22 a [a? —u2(x) a
11 fsinxdx =—cosx+C fsinu(x)-u'(x) dx = —cosu(x) +C
12 jcosx dx =sinx + C jcosu(x) ~u'(x)dx = sinu(x) + C
13 ftgxdx = —In|cosx|+C ftgu(x)-u'(x) dx = —In|cosu(x)| +C
14 fctgxdx = In|sinx| + C fctgu(x)-u'(x) dx = In|sinu(x)| + C
15 LI ¢ f : '()dx = —ctgu(x) + €
jsinzx x = —ctgx + ) u'(x)dx = —ctgu(x
16 f ! gx=—tgx+c f ! () dx =tgu(x) +¢€
coszx X T 8 cos? u(x) wixjax =tgulx
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